
河川を遡上する津波に対する KdV-Burger 方程式の解析解

Analytical Solution of the KdV-Burger's Equation
as a Solution of a Stream-up Form of a Tsunami along a River

都司　嘉宣

Yoshinobu TSUJI

１．はじめに

河口から川へ津波が侵入した後，波状段

波として河口から津波が遡上する様子が観

察されることがある。例えば，1983 年に秋

田県西方沖の海域に発生した日本海中部地震

（M7.7）によって発生した津波は，能代港

の港内に侵入した（Tsuji et al.，1991，千田ら，

2014，千田 2018）。千田（2018）には，この

ときの津波が，波状段波の形をとって遡上進

行している写真映像が紹介されている。安田

ら（2004）は 2003 年 9 月 26 日の十勝沖地震

による津波が十勝川，釧路川，沙流川，およ

び鵡川での河川遡上の報告をしている。特に，

十勝川河口では，ソリトン分裂をした波状段

波が観察され，陸上自衛隊北部方面隊によっ

て，ヘリコプターから見た写真映像が撮影さ

れた。安田（2006）はこの津波の河川遡上に

ついて，数値解析による再現を試みている。

さらに，安田（2007）は，水理室内実験によっ

て，波状段波を再現，観察している。千田ら

（2013，2014）は，非線形モデルにより CIP
法を応用して，川を遡る津波が多数のソリト

ン波に分裂する現象をモデル化し，室内実験

結果で検証した。

また，2011 年の東日本大震災（M9.0）に

よる津波が，北上川，気仙川，大槌川をはじ

め多数の川へ遡上したことについて，阿部

（2015）が詳しく報告している。

以上，実際の津波の観測記録からも明らか

なように，河口から侵入して川を遡る津波の

形状は，水面の高さが単一のステップ状に急

変する単一の「段波，Strong Bore」の形状を

取ることもあり，あるいは，いくつもの波が

連なった「波状段波，Undular Bore」の形状

を保って遡上していくこともある（図 1 に模

式図）。

津波などが河川を遡上する現象は段波と呼

ばれ，水理学の教本では，ダムの直下流側に

生ずる跳水現象（Hydraulic Jump）が川の上

流に向かって移動したのと対等な現象として

説明されるのが常である。すなわち，上流側

水位 h1，下流側水位 h2，上流側の流水速度

u1 を与えて，下流側流水速度 u2，および段

波の移動速度 c の 2 個の未知数を求める問題

として解かれる。この問題は，水の流量が上

流側と下流側で等しいと置いた式（質量保存
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図 1  川を遡上する強い段波（上図 strong 
bore）と波状段波（undular bore）
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の式），および，下流側水圧，マイナス上流側

水圧の差が水の運動量の差に等しい，という

運動量変化の式の，二つの式から得られる。

上述の 2 個の未知数は，この 2 個の式を連

立することによって，解くことができる。段

波の移動速度 c は，この連立方程式を解いた

結果，次の公式によって決定することができる。

しかし，この議論は一見完結しているよう

に見えても，段波の本質については何も言っ

ていないことには注意する必要がある。

本稿では，河川を遡上する津波が，非線

形性と分散性を考慮した孤立波を記述する

KdV（Korteweg-de-Vries）方程式に水の粘性

（分子粘性，あるいは渦粘性）によるエネル

ギーの散逸を表現する項を加味した，KdV-
Burger 方程式に従うとして，その解析解を

求めることによって，そのふるまいを論ずる

こととした。本稿の理論的議論は，Johnson
（1970，1972）によって提案されたものである。

本稿の方法は津波の伝播研究で多く用いら

れている，計算格子を設定して行う津波のシ

ミュレーション手法とは本質的に異なり，数

学的手法によって解析解を求める試みである。

筆者ら（Tsuji et al., 1991）は，今から 35
年前に，津波遡上に関する小規模な室内実験

の検証にこの手法を開発したが，この手法に

よって得られる成果の全般にわたる提示，さ

らに，解析的方法によって得られた結論グラ

フから，実際に起きている津波現象に戻して，

その結果の解釈について行うべき議論につい

ては，少々欠けるところがあった。本稿では，

この点に留意して執筆した。

なお，本稿で論じた理論的出発点となってい

るKdV方程式とその解である孤立波（soliton）
については，19 世紀末にすでに確立された

議論であるが，現在の大学の土木工学，ある

いは地球科学の分野に在籍する流体力学の基

礎の知識をすでに習得した学徒各位に，一

か所の思考のジャンプもなく KdV 方程式に

到達していただくことを希望して，Appendix

にこの議論を詳述した。学徒各位に「結論

だけわかればいい，途中の議論はどうでも

いい」というタイプの理工学者にはなって欲

しくないと希望するからである。

２．�津波の河川遡上を記述する KdV-

Burger 方程式とは

２．１　�水深一定の海，水路を進行する津波

の挙動を表す KdV 方程式

津波は，水平方向の大きさ（震源のサイズ

と同程度，数十 km）が，それが伝わる海や

河川の水深（D と書く，最大 6km 程度）に

比べておおむね 20 倍以上であるのが普通で

あるので，海洋波浪の中でも「長波」に分類

される。その伝わる速度 c0 は，　　　　　 で
計算することができる。

しかしながら，津波が海岸近くの浅い海域

や，河口から川に侵入したような場合には，

波の高さ（a）自身が，水深（D）に匹敵する（た

とえば，a が Dの数分の一程度）場合には，

非線形性（有限振幅性）と分散性をともに考

慮しないと，現実とは合致しなくなる。

水面の平均位置に原点 O を取り，鉛直上

方に y軸を取る。水深 D が一定の水域を，

一方向（この方向を x座標とする）に伝わる

このような波の水面形を y =η（x, t）とすると，

ηは次の（1）式で表わされる「津波の KdV
方程式」に従う。

（1）

図 2  有限振幅で，分散性のある津波の式
（KdV 方程式）を導く座標系
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注：流体力学の基本式からこの式を導く過

程については，本稿のAppendixを参照のこと。

この式で，ηは海面の上下変位量，D は水

深で，一定であると仮定する。c0 は（線形）

長波の速度に等しく　　　　　である。

KdV 方程式（1）の第 2 項までは，長波の

式である。第3項は非線形の効果を表す項で，

第 4 項は，波の分散性を表す項である。水深

D に対して波高 aが十分に小さい場合には，

第 3 項と第 4 項は無視することができるが，

河口から川に侵入した津波のように，そうで

はない場合には，第 3 項，および第 4 項の影

響をともに考慮する必要がある。

２．２　�KdV-Burger の方程式

前項で述べた，KdV 方程式の解では，波

の進行とともにエネルギーは保存される。と

ころが本稿で取り扱おうとしている波は，水

深一定の河川（水路）に侵入する段波につい

ては，エネルギーは失われるはずであるから，

KdV 方程式のままでは，そのふるまいを表

す解は得られない。そこで，河口から侵入し

て河川を遡上する津波のふるまいを説明する

には，何らかのエネルギーを消失させる項が

方程式の中に入っていなくてはならない。

そこで，粘性による影響を加えた KdV 方

程式系を考える。 粘性（分子粘性）を考

慮した運動方程式は，NS（Navier-Stokes，
NS，ナビエストークス）の式と呼ばれるが，

この NS 式を非線形項は無視し，流速は水平

成分 u のみを残し，高次微小項である鉛直流

速 v を無視すれば次のようになる。

（2）

ここで ν（ニュー）は動粘性係数であって，

ν＝μ/ρ（μ：分子粘性係数，ρ：密度）である。

この式から出発して，粘性の影響を考慮し

た KdV 方程式を導くと，次の KdV-Burger の
式が得られる（Johnson，1970，1972）。

（3）

ここで，R は次の形をとる。

　　　　　R=QνL2/D2

この式で，通常の海洋波浪の場合，L は波長，

D は水深で，Q はある定数である。Chester
（1966）によると，Poiseulle（ポアズユ）の

流れ（定常層流）の場合，Q は次の値をとる

とされている。

（4）

ここで，F は一種の Froude（フルード）数で，

U を Bore の速度として，　　　　　　で与え

られる。

しかし，定常層流が実現するのは，数セン

チメートル以下の机上で行われるような小規

模の室内実験の範囲内での流れの場（主とし

て境界層内）に限られ，実際の津波の物理的

な規模を考えれば，これを構成する流れの場

が定常層流ということはありえない。すなわ

ち，（3）式の右辺の減衰項 Rηxx は，分子粘

性から算出される値より，はるかに大きな乱

流による渦粘性が支配すると考えられる。そ

こで，まず（3）式の R の値は，「分子粘性

よりけた違いに大きな，渦粘性を表すある一

定の定数である」，とだけ仮定して先に進む

ことにしよう。

２．３　�KdV-Burger の式の正規化表示

本節では，現実の世界の尺度で記載された

（3）式を，より一般的に扱うために，この

式の正規化を試みる。

そこで，川を遡上する津波（Bore）を表す

KdV―Burger の式（3）に対して，次の変数

変換を行う。すなわち，（3）式の右辺第 4 項

の係数について，これをβと置く。すなわち，

（5）

とする。

さらに，（3）式の第 3 項の係数を 1 とする

ために，水位を表す従属変数ηを次のように

ξに変換する。
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（6）

さらに（3）式の最初の 2 項を 1 つにまと

めるために，独立変数（x，t）に対して次の

変換を行い，独立変数として（z，τ）を用い

ることにする。

（7a），（7b）
この変換は，津波の河川内の遡上速度に近

い c0 の速度で上流に向かって走る自動車に

乗って現象を観察しているのに等しい。この

場合，自動車に乗った観測者は，「ほとんど

止まって見える，波形変化のゆっくしりた津

波（段波）」の姿を観察することになる。

β-1/2 は，現実の世界の x方向，および時間

tを KdV 方程式を正規化するために導入する

係数であるが，この係数自体は（長さ）-3/2 ×（時

間）1/2 という奇妙な物理的次元をもった数で

あることには注意を要する。

さらに（3）式の右辺の係数に次の変換を

ほどこす，すなわち

（8）
とする。以上（5）～（8）の変換の結果，（3）
式は，次のような正規形の KdV-Burger 式に

帰着する。

（9）
この式の左辺には，いっさい可変な係数変

数（パラメータ）はなく，式全体として，可

変パラメータは，粘性などによるエネルギー

損失を表すパラメータδのみである。δ=0
の場合は，粘性によるエネルギー損失がない

場合であって，ソリトン（孤立波）の繰り返

しの解が出てくることが予想され，この場合

には，河口から段波が川に侵入する今の問題

の解は与えないと予想される。

以下（9）式を「正規化された KdV―Burger
方程式」と呼ぶことにしよう。

２．４　�正規化された KdV-Burger 方程式の常

微分方程式表示

（9）式は，3 次の偏微分方程式であるため，

このままでは数値的に解析解を求めるのは困

難である。そこで，原方程式（9）の次数を

1 階下げるために「相平面法」を用いること

を考える。

今，川の上流側の水面標高ξの値をゼロ，

河口（海）側の無限遠（z ＝－∞）側では津

波の侵入によって水位が上昇して，負側の無

限遠でξ＝ξ∞になっていたとする。

Johnson（1970，1972）に従って，（9）式

の 2 個の独立変数（z，τ）に対して，次の変

換をほどこすと，独立変数はただ 1 個 Tに

減らすことができる。

（10）

この変換によって独立変数は 1 個となる。

この立場は，（z，τ）面上で，速度がξ /2 の

右に移動する（第二の）自動車に乗って現象

を観察すると，波形は止まって見えるという

ことを想定している。

さらに，従属変数ξ，および，拡散係数の

パラメータδに対して次の変換をほどこす。

（11），（12）
基本式（9）に対して これら（10）~（12）

の変換をほどこした結果，最終的に次の 2 階

常微分方程式を得る。

（13）
ここで，ただ一つ現れるパラメータ pは，

粘性（あるいはエネルギーの散逸係数）を表

す量である。

２．５　�相平面法による式（13）の解析解を

求める「相平面法」

前項の（13）式は津波の河川遡上のさいの

水面の形状について，非線形性，分散性，お

よびエネルギーの散逸を考慮した基本式であ

る。この（13）式は，2 階の常微分方程式で

あるが，まだこのままでは解析的には解くこ

とはできない。そこで，Poincare（ポアンカレ）

の「相平面法」によって，数値解析的に（13）
式を解くことを考える。

すなわち，（13）式の水面の変動を表す独

立変数 V を，水平座標 T で微分した変数 W
（=dV/dT）を考え，（13）式から T を消去し，

（V，W）のみで表現した式を作ると，次の
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式（14）が得られる。　

（14）
式（14）の解を表す 1 本の曲線（解曲線）

を，平面 （V，W）上に表示することを考え

よう。このような平面は一般に相平面（phase 
plane）と呼ばれる。相平面には 2 次元の軸

が取られるが，時間に相当する軸は相平面上

には表示されないことに注意したい。

（14）式のような常微分方程式の解を表

す 1 本の曲線は解曲線（trajectory，あるいは

orbit）と呼ばれる。

（14）式の右辺は，（V，W）平面上で，（0，0）
および（1，0）の 2 点で，分母，分子ともゼ

ロとなるから，この 2 点が「特異点」となる。

この 2 つの特異点のうち，原点（0，0）は鞍

状点 saddle point となり，ここが 1 本の解曲

線の出発点となる。もう一方の（1，0）の点

は螺旋（らせん）状収束点（Spiral point）と

なり，解曲線はこの点の周りを周回しつつ，

最終的にはこちらの螺旋状収束点に到達す

る。ただし，Johnson（1970）によると，p ＞

4.0 の場合にはこの点は旋状収束点にはなら

ない，とされる。（この点，本稿の筆者は未

検証）。

式（14）について，p=0.0，および p=1.0 

に対する解曲線の概略を図 3 に示す。p=0.0
の解曲線は，理論的に（1.5，0）の点を通過

して原点（0，0）に戻ってくると証明されて

いる。

0.0< p <4.0 の場合には，原点を出発した

解曲線は，（1，0）点の周囲を螺旋状に周回

して，最終的にこの点に収束・到達する。

２．６　�p の値を与えたときの解曲線の描き方

それでは次に，任意の pの値を与えた場合

に，式（14）を満たす相平面（V，W）上の

解曲線を求める具体的な方法を述べよう。

解曲線は，必ず相平面（V，W）の原点 O（0，
0）を出発点とする。点 P を，解曲線の上の

点であって，かつ原点 O（0，0）に極めて近

接した点とする。その水平軸（V- 軸）とな

す角をθとすると，次の式がほぼ成り立って

いるはずである。

（15）
一方，この式は，（14）式の右辺と等置す

ることによって，次の式を得る。

（16）
この式は，tan θに関する 2 次式であるか

ら，p を与えれば，次のように解くことがで

きる。

（17）

幾何学的な考察から原点 O から発する解

曲線の初動方向は負方向を取るのが合理的で

ある（後述）ので，この式の±符号は，マイ

ナスの方を採用する。

今回採用した計算プログラムでは，原点 O
（0,0）を最初に踏み出した（V1，W1）点の値

としては，V1 ＝ 0.0001，W1 ＝ V1 × tanθ，を

採用した。

以下，V1 の値に 0.0001 を加えて V2 ＝ V1 ＋

0.0001，とし，常微分方程式（4）に Runge
法によって W2 を計算し以下順次，解曲線上

の座標点を決定することができる。しかし，

図 2 を見れば了解されるように，この問題の

解曲線をたどっていくと，W の値がゼロに

近くなって（14）式の右辺が発散することが
図 3  p=0　および，p ＝ 1.0 とした場合の

式（14）の解曲線
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ある。このような時には（14）とは逆数の関

係にある，次の（18）式によって，W の値

を増加させて，V の値を Runge 法によって，

解曲線の前進方向への計算を継続する。

（18）
解曲線が相平面（V，W）の上半面にある場

合には，V 値は減少させて Runge 法によって

W の値を求める。

以上の計算アルゴリズムは FORTRAN の

コードで，およそ 150 行前後のプログラムと

して作成することができた。

注記：この解曲線を定める計算を進めるの

に，4 次の Runge 法を用いて，Runge-Kutta
法は用いなかった。実際に計算を進行させる

と，Runge-Kutta 法だと（14）式と（18）式

の採用境界点付近で，不安定を生ずることが

しばしばあったからである。

２．７　�計算精度の確認

この計算アルゴリズムによる結果は，その

正確さが検証されるのが望ましい。このアル

ゴリズムは，ひとつ前の点の座標を算出決定

した後に，その値を根拠として次の点の座標

を算出決定する，という作業を行っている。

このようなアルゴリズムの場合，誤差は逐次

累積していく傾向があるはずである。このよ

うな誤差の累積は，全体としての結果の信頼

性に悪影響をもたらすと推定される。このた

めにこのアルゴリズムの正確さを判定する，

なんらかの手段があることが望ましい。

Johnson （1970）によると，p=0.0 に対する

解曲線は，理論的に相平面上で（1.5，0.0）
の点を通り（この点を P 点と呼ぶ），原点（0，0） 
に戻ってくる（この点をQ点とする）とされる。

いっぽう，今回作成したアルゴリズムの結

果は，p=0.0 とした場合，P 点は（1.4925，0.0），
解曲線を一周した後，原点付近に戻ってきた

結果は Q 点は（0.0005，0.0）となった。

この結果を見ると，誤差は P 点の V 値で

0.5%，Q 点で 0.05% であるため，このアル

ゴリズムによる計算結果は十分に信頼のお

けるものであると判断することができるで

あろう。

２．８　�相平面（V，W）の解曲線から，水位

変化曲線（V，T）を求める方法

前項では，川に侵入する津波段波を表す式

（14）の解曲線を相平面（V，W）上に求め

る手続きを述べたが，これだけでは，眼に見

える形の段波波形を表す表示にはなっていな

い。正規化の変数変換は行ってはいても，空

間座標（T）の関数としての変数 V（水面を

表すηを正規化したもの）を図化表示しない

と，本稿の問題が解けたという実体は見えて

こないであろう。

注記：（10）式を見ればわかるように，変

数 Tは，水平座標 z を正規化したものである

ことに注意する。

相平面（V，W）上に解曲線 W=G（V）が

得られている場合に，V（水面の高さ）を空

間座標 T（水平座標 z と考えてよい）で表現

するには，次の積分 T1 の計算を行えばよい。

（19）

この積分の出発点は，相平面，すなわち，

（V，W）面の原点（0，0）である（図 3 の A
点）。この点は T座標（z 座標，あるいは，x
座標）上で，段波の「最前点」，つまり「段

波が始まる点」に相当する。本稿で一番最初

に掲げた図 1 の 2 つの段波の図で，上下各図

の A 点が，この（V，W）面の原点（0，0）
に相当する点となる。

解曲線上の各点について，その点の T の

値を（19）の積分を実行することによって計

算を進めることになる。以下，図 3 の A ～ F
の各点に注目して以下の文章を読み進めてい

ただきたい。

図 3 の A 点から B 点を経て C 点に至るま

では，V の値は正の方向に増加していき，こ

の間は W の値は負（（V，W）面の下半分を

たどる）である。したがって（19）の積分を

計算すると T の値は，負の値として，絶対

値が増加していくことになる。C 点を超えて

D 点を超えて E 点に向かう解曲線上では，W
の値が正となるのに対して，今度は V の値

が減少する。その結果，解曲線に沿って（19）
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の積分を計算すると，ふたたび T の値は負

の値としてその絶対値が増え続ける。

結局，図 3 の A 点を出発して，B，C，…E，
F と進行するにつれて，T 値はゼロから負の

値に進んでその絶対値が増え続けることにな

る。この間 V の値は，ゼロから始まって増

加し，途中で 1.0 を超えて，C 点で 1.2 ぐら

いの値となり，ここから減少に転じて，E 点

で 0.9 ぐらいの最小値となる。そうして，解

曲線が螺旋を描いて，ついには，V=1.0 の値

に収束する。このとき，T は－∞に近づいて

いる。そこで，現実の座標上にこの様子を描

いて見ると，波状段波となっていることが想

定できるであろう。

図 2 に示されるように，T=0 の点（つまり，

T 座標の原点）は，波状段波の最先端点であ

り，T ＝－∞が，津波が浸入してくる河口点

なのである。

次項では，渦粘性（エネルギー消散率）を

表す p の値を 0.2~2.0 までの様々な値を与え

ることによって，各場合の相平面（V，W）

図と，波状段波の形状を表す（T，V）の曲線

を掲げることにしよう。

なお，（19）式で，分母がゼロ付近になる

ときには，Tの計算は，次のT2式によればよい。

（20）

３．�p（エネルギー散逸率）ごとの河川

遡上の津波波形

それではいよいよエネルギー散逸率 p ごと

の，相平面（V，W）上の解曲線の図と，（13）
式の解（T，V）の図を見ていくことにしよ

う。ただし，（13）式の解のままでは，原点

T=0 が段波の先頭（図 2 の A 点），T= －∞が

河口を表し，段波の形状は T の負の領域に

のみ現れるので，T 軸の値は正負逆にして図

示する。したがって，以下の（V，T）の図で

は左端遠方に河口がある図になっていること

に注意したい。

３．１　�p=0.2 の場合

図 4 は，p=0.2 とした場合の，相平面（V，
W）上の（14）式の解曲線を表している。解

曲線は原点（0，0）を出発して下半面（W<0
の領域）に大きな弧を描いて（1.42，0）の点

を通過しで，上半面に入り，それ以後（1，0）
点の周りに幾重にも螺旋を描いて最終的にこ

の点に収束して行く。

河口から侵入した波状段波の形状を表す

（14）式の，p=0.2 の場合の解析解を図 5 に

示す。

波状段波を構成する多数の波の頂点と谷と

が交互に現れている。山と谷の頂点付近には，

おのおの 2 個の数字が記してあるが，上の数

字が各頂点の T 座標，下の数字が V 座標の

値を示している。最初の山の頂点のVの値は，

1.42 となっているが，これは波状段波の先頭

の波の高さが，河口での津波による水上昇量

（ξ∞）の 1.42 倍の高さになることを表して

いる。p=0.0 の場合，この値は 1.5 となるこ

とが理論的に知られているので，波状段波が

形成される場合には，津波の高さは，河口で

の津波の高さの 50% 増しの値になることは，

知っておくべきである。

図 4  式（14）の相平面（V，W）上の解曲線
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３．２　�p=0.4，0.6，0.8，1.0，1.5，2.0 の

場合の解曲線，および波状段波の正

規波形の図

粘性の強さ，あるいはエネルギー消散率を

表す p の値を 0.4，0.6，0.8，1.0，1.5，2.0 と

変化させていった場合の，解曲線の図と 波
状段波を表す式（14）あるいは（18）の正規

波形の図を図 6 から図 11 に示しておく。各

図において左の図が相平面（V，W）上の解

曲線，右の図が波状段波の理論波形である。

p の値が増えるにつれて，波状段波として観

察しうる波の数が減っていくことがわかる。

p=2.0 ともなると，ほとんど波状段波とは見

られず，図 1 の Strong bore に近い形状となっ

ていることが認められる。

４．�正規型 KdV-Burer の（14）式の解の，

現実の波状段波への当てはめにつ

いて

前項では，現実の尺度 x，時間 t を用いて

記載された KdV-Burger の式（3）から，（5）
～（8）の変数変換によって，空間尺度 z，時

図 5  河川を遡上する津波の波状段波の理論波形　p=0.2 の場合の（13）式　各ピークの山，お
よび谷の出現位置 T と高さ V の数値を示してある。右側延長上に河口（海）がある。

図 6  p=0.4 場合の相平面（V,W）上の解曲線（左）および理論波形（右）

134 津波工学研究報告第 43 号（2026）134



図 7 エネルギー消散率 p=0.6 の相平面（V,W）上の解曲線（左）および理論波形（右）

図 8 エネルギー消散率 p=0.8 の相平面（V,W）上の解曲線（左）および理論波形（右）

図 9 エネルギー消散率 p=1.0 の相平面（V,W）上の解曲線（左）および理論波形（右）
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間尺度τで表記された「正規化された KdV-
Burger の式」（9）を得た。さらに，この（9）
式に（10）～（12）式で表される変数変換によっ

て，空間座標はさらに変数 T で表記される

ことになり，その結果が図5～図11のような，

横軸が T で表記された波状段波の解を得た。

それでは，これらの図は，現実どういう水

平尺度，鉛直尺度をもった図に戻すことがで

きるのであろうか？本項ではこの問題を考え

てみよう。

上述のように，現実の水平尺度 xと，（9）
式の水平尺度 zの間には次の関係があった。

（21）

さらに，z と Tの間には（自動車に乗って観

察した効果を無視すれば）次の関係があった

（（10）式）。

（22）

さらに，河口での津波による水位上昇量

η∞とこの式（22）のξ∞の間には

（23）

結局，現実の水平尺度 x と Tとの間には，

以上 3 式（21）～（23）によって，次の関係

があることになる，

図 10 エネルギー消散率 p=1.5 の相平面（V,W）上の解曲線（左）および理論波形（右）

図 11 エネルギー消散率 p=2.0 の相平面（V,W）上の解曲線（左）および理論波形（右）
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（24）

例えば，川の水深 Dが 2m，外洋から侵入

して来た津波による水位上昇量η∞が 1m の

場合には

　　　x=2.67 T
となる。例えば，p=0.2 の場合，図 5 から，

第 1 波，2 波，3 波，4 波の各波頭を，T ではかっ

た位置 T1，T2，T3,T4 は，波の開始点から

T1 ＝ 6.68，T2= 9.64，T3=12.63，T4=15.56
の位置にある。現実の x 座標で書いた波頭の

位置は，これらの各数字に 2.67 をかけて

　　　17.8m，25.73m，33.72m，41.55m
の位置にあると算出される。

各波頭の高さは，V の値にξ∞を乗ずること

によって得ることができる。

図 5から，第 1波はV=1.42となっているが，

ξ∞=1.0m であれば，この第 1 波の波頭の高さ

は1.42mとなる。以上の変数変換の「戻し作業」

によって，図 5 ～図 11 を現実の波状段波の実

尺形状に読み返すことができるであろう。

５．考察

以上の議論を現実の津波による河川浸入時

に観察された波状段波と対比し，p の値を現

実に発生した津波について，どの程度の値と

するのが合理的であるかを検証するのが次の

課題であろう。

Appendix　有限振幅性，および分散性を考慮

した長波の伝播方程式（KdV 方程式）の導出

Ａ１．�はじめに

海から河川や水路に侵入した津波のよう

に，水深一定の 1 次元水路を進行する波に対

して，有限振幅性と分散性を考慮した長波

のふるまいを表す式として，KdV（Korteveg-
de-Vries）方程式が知られている。この理論

についてはすでに 19 世紀末に完成している

（Korteweg and De Vries, 1895）。その式は，

土木工学や地球科学を学ぶ大学の後期課程の

学生諸子の学習教材として必須の知識である

が，その前提となる仮定や，導出方法を一歩

一歩明示して書かれた文献は案外少ない。そ

こで，本稿では繁をいとわず，その前提とな

る仮定と，導出過程をここに一歩一歩，途中

の式を省略せずに記しておくことにしたい。

Ａ２．�KdV 方程式で扱う長波の仮定

津波のように，そのおよその水平尺度（≒

波長）L が，水深 D と比較して大きい波は長

波と呼ばれる。この場合，この 2 つの尺度の

比率，すなわち D/L　は小さな値となり，こ

の小ささをδと表記することにしよう。

これに対して，海面の水位変動量（≒振幅，

あるいは波高）aは，水深 D に比較して小さ

な量とみなすことができるから，こちらの 2
つの尺度の比率，すなわち a/D もまた，小さ

な量であるので，この小ささをεと表記する

ことにしよう。

ここに，2 個の別個の「小ささ」のパラメー

タ，δとεが出てきたが，ここで，εのほう

がδより「小ささの程度が強い」と仮定して，

δ2 とεが同じ程度の小ささであると仮定す

る。すなわち，aL2/D3　が中庸な数（1 とか

2 とかいう程度の数値）であると仮定してい

ることになる。この仮定を Ursell（アーセル）

の仮定という。

水深 D が一定とみなせる水域を進行する津

波のような現象に対して，海面上昇量をηに

対する運動方程式を，O（1）（0 次微小項ε0

まで採用し，それ以上の高次項を無視した解，

O はオーダーの意味），および O（ε1）（ε1

の項までを採用しそれより高次の項を無視し

た，の意）の項までを取り入れることにする。

Ａ３．�流体力学の基本式

ここで考える波は，1 次元的な河川（水路）

を進行する波であるから，波の進行方向に x
軸，鉛直上方を正とする y 軸をとる。ここで

考える波は，この 2次元座標内の現象である。

平均水面上の 1 点として原点 O を取る。

波があることによって生ずる，水表面の形

を，t を時間として
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y = η（x，t）　　　　　　（A1）
水深 D は一定と仮定する。水底は，y= -D

（一定）である。

注：座標図は本文図 2 を参照のこと。

水は粘性や，底面での摩擦のない完全流体

とすると，初期に「うずなし」であれば，そ

の条件はそれ以後の時間にも保たれ続ける。

この場合，速度ポテンシャル関数 φ を導入

することができて，水粒子の流速の，x，お

よび y 成分（u，v）は，

（A2-a，b）

で，与えられる。

質量保存の式（連続の方程式）は，

∂u/∂x+∂v/∂y =0 であるが，この式は速度ポテ

ンシャル関数を用いれば，

（A3）

と，書ける。

水底では，流速の鉛直成分はゼロであるか

ら。次の式が成り立つ，すなわち

（A4a，A4b）
が成り立つ。

Ａ４．�速度ポテンシャル関数 φのTaylor展開

以下の表記で，添え文字 x は，k による偏

微分を表す，と約束する。

ここで，速度ポテンシャル関数 φ の y=-D
の周りの Taylor 展開形として，次の形を仮

定してみる，すなわち，φ0，φ1，φ2，・・・，を，

x と t だけの関数として，

（A5）
この（A5）式を（A4b）式に代入すると

（A6）
が得られる。

（A5）を（A3）に代入すると，

（A7）

この（A7）式は，（x，y）平面全体で成り立っ

ていなければならないから，各係数のすべて

がゼロ，すなわち，

（A8）

（A8）で，kが奇数 2m+1 の時には，

（A9）
となるが，（A6）より，この値はゼロになる。

同様に，φ の添え字が偶数の場合は

（A10）

となる。φを第4項まで書くと次のようになる。

（A11）
この展開式の第 1 項を大きさ 1，すなわち，

O（1）とすると，第 2 項は O（δ2）=O（ε1），
第 3 項は，O（ε2）となっていて，後の項ほど順

次微小になっていくことを注意しておく。

（注：x で 1 階微分するということは，オー

ダー的には，ほぼ水平スケール L で 1 回割

り算するのに等しい）

Ａ５．�運 動 学 的 水 表 面 条 件（kinematic 

surface boundary condition，KBC）

運動学的水表面条件とは，水表面のあった

水粒子は，どれだけ時間が経過しても水表面

から逃れないという条件である。今の問題の

場合には，

（A12）

と，書くことができる。（A12）の左辺の鉛

直方向の流速 vを速度ポテンシャル φ によっ

て書けば，次のようになる。

（A13）
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この式（A13）の右辺に，y=0 の周りの

Taylor 展開，すなわち

を適用すれば，次のようになる，すなわち

（A14）
となる。ここで左辺の第 1 項は O（1）の量，

第 2 項は O（ε）の量であることに注意する。

結局（A12）式は次のようになる。

（A15）
この式（A15）で，左辺・右辺とも，第 1 項

は O（1）の量であり，第 2 項は O（ε）の」量で

あることに注意する。

Ａ６．�表 面 圧 力 条 件（dynamic surface 

boundary condition，DBC）

水面で満たすべき条件は，運動学的条件

（KBC）のほかに，表面圧力条件（DBC）
がある。その条件とは，表面圧力条件であっ

て，Bernoulli（ベルヌイ）の公式で与えられ

る次の条件である。表面張力の影響を無視す

れば，水側の表面直下での水圧は，どこでも

大気圧 Po に等しいという式である。すなわ

ち，次の式（A16）が成り立つ。

（A16）
ここで，g は重力の加速度である。津波のよ

うな基本的に長波の場合，水平流速 u は鉛直

流速 v より大きいから，u2+v2 の部分は，後

半の部分は無視できて，u2 のみに置き換える

ことが，微小振幅の長波の議論から導出する

ことができる。さらに，左辺第 1 項に前述と

同じ Taylor 展開を適用すれば，（A16）は最

終的に次のようになる。

（A17）

この（A17）式で，第 1 項と第 3 項は O（1）
の大きさの項であり，第 2 項と第 4 項は O（ε）
の大きさの項であることに注意したい。

Ａ７．�O（1）までの解

津波のような長波の，最大項，すなわちO（1）
の項だけを採用した場合の，海面波形ηの満

たすべき式（解）を求めよう。

KBC 条件の式（A15）の O（1）の項だけを

採用すると，次の式が得られる。

（A15-1）

この式に（A11）の第 2 項までを採用して，

左辺に代入すると，次の式が得られる。

（A18）

DBC 条件の式（A17）の O（1）の項だけを

採用し，（A11）の第 1 項を採用すると，次

の式が得られる。

（A19）

（A18）を t で微分し，（A19）を x で 2 度微

分して，φ0 を消去し，gD=c0
2 と置くと，次

の式が得られる。

（A20）

この式は 1 次元の波動方程式であって，その

解は速度 c0 で，左方，および右方におのお

の伝わる波の 2 成分を表す。すなわち，

（A21）
ここで，f+，f- はおのおの正方向，および負

方向に伝わる波の成分を表す。以下の議論で

は，特に正方向に伝わる波，η =f+ （x-c0t） の
みを扱うことにする。この場合には，

（A22）

が，成り立つ。この式を（A18）に代入すると，
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（A23）

が得られるが，この式を xで積分し，-φ0，x=u0 

であることに留意すれば，次の式が得られる。

ここで，添え字「0」は，O（1）=O（ε0）の近

似の解であることを表している。

（A-24）

この式で，水平流速 u に添え文字「0」をつ

けたのは，O（1）までの制度の解であること

を表したものである。

Ａ８．�O（ε1）までを採用した解

前項では O（1）＝ O（ε0）の項までしか採用

しなかった。その解は長波の伝播を表す波動

方程式（A20）であった。本項では，さらに

1 段高次の項，すなわち O（ε1）の微小項まで

を採用した場合の解を求めることにしよう。

表面圧力境界条件（DBC）の式（A17）は

全四項を採用する。この式の左辺第 1 項の φ
に対しては（A11）の第 2 項までを採用する。

第 2 項，および第 4 項はすでにこれらの項自

身が高次の微小項であるから，前項の O（1）
次近似解として得られた，（A23），および

(A24）によって，u と φ をすべてηに書き換

えても差支えがない。結局，この精度まで正

しい DBC 境界条件の式は次のようになる。

（A25）

今度は，運動学的表面条件式（KBC）の

（A15）を考える。この式も全 4 項のすべ

てを採用し，左辺の第 1 項の φ としては，

（A11）の第 3 項までを採用する。左辺，

および右辺の各第 2 項に対しては，前項で

導いた（A23）式，および（A24）式など

を用いて，なるべくηを用いて書き換える

と，最終的に次の O（ε1）まで正しい高精度

の KBC 式が得られる。（添え文字は偏微分

を表す）

（A26）

（A25）式，および（A26）式から φ0 を消去

することによって，次の式に到達する。

（A27）
この式と O（1）近似までで得られた（A20）

式と比較すると，高精度の項まで採用したた

めに，右辺第 2 項以下の微小項が付け加わっ

ていることに注意したい。

（A20）式が，右行きの波と左行きの波の

両方を含んだ解であったように，（A27）も

右行の波の解と，左行きの波の解を含んでい

る。われわれは，（A27）の解のうち，右行

きの波だけを表す式を次の目標とする。

Ａ９．�（A27）式から，右行き波が満たすべき

方程式を分離する

いま，（A27）の右辺の高次項の次の部分

を P と置く。

（A28）

すると（A27）式は

（A29）

と書ける。

この P は従属変数はη（= η（x-ct））のみで

あるから，P もまた，

（A30）

と書けるはずである。

いま，F が次の式を満たす未知関数である

とする。

（A31）

この式を（A29）に代入すると，
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この式の両辺を c0 で割り，x で積分すると，

この式の左辺第 1 項を（A31）によって置き

換えると，次のようになる。

この式の左右両辺の共通要素を脱落させると，

（A32）

ところで，この式の右辺は次のように変形で

きる，すなわち

（A33）
となって，結局，（A32）の左辺と（A33）の

右辺が等しいことになる。こうして未知関数

F（η）は　

（A34）
この F（η）を （A31）に代入して，われわれ

は次の式に到達する。

（A35）
この式はまた，

（A36）
となる。この第 3 項が非線形性を表す項で，

第 4 項が分散性を表す項である。

この式（A36）が，1 次元的に進行する津

波に対する KdV 方程式である。

Ａ 10．�津波に対する KdV 方程式の孤立波（ソ

リトン）解

本節では，KdV 方程式（A36）を満足する

波の解を求めることにする。独立変数（x，t）
を，次の（X，T）に変換する。これは現象を

速度 c0 で右に移動する自動車に乗った人の

眼で観察することに相当する。

（A37）
さらに，（A36）式の係数を簡略化するた

めに，従属変数ηと第 4 項の係数を次のよう

に変換する。

（A38）

以上の変換の結果，（A36）式は次のよう

な KdV 方程式の正規形になる。

（A39）
いま（A39）の解のうち，時間が経過しても，

元の波形が不変である（permanent）解を求

めることにしよう。この場合，（X，T）座標

上でγの速度で右に移動しているときには，

ξ=ξ（X－ γT）と書くことができ，次の関係

があることになる，すなわち

と置き換えることができる。すると，（A39）
式は

（A40）
となって，この式は X で積分することがで

きる。X →±∞でξ→ 0 である場合には，積

分定数はゼロと置くことができて（A40）式

は次の形となる。

（A41）

この式に 2ξX を掛けると，ふたたび X で

積分することができて，

（A42）

となる。この式をξX について解くと，

（A43）

となるが，ここで，

（A44）
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と置くと，（A43）は

（A45）

となる。この積分は計算できる（たとえば，

岩波，「数学公式Ⅰ」，p95 参照）。積分定数は，

X は X－ γT の形で現れることに注意すれば，

X は最終的に次の形となる。

（A46）

この式で，ξについて解けば，次の式が得

られる。

（A47）

（A44）の変換をもとの変数に置き戻せば，

（A48）

となる。ここで，3γ≡ A と置き，（A38）に

よって，有次元の値ηで表記すれば

（A49）

ここで，　　　　　　である。

（A29）の右辺の係数を，孤立波の高さHと，

置く。すなわち，

と置くと，KdV 方程式（A36）を満たす解は，

最終的に次の式で表わされる。

（A50）

ここで，sech（x）は双曲線関数の一種で，e
を自然対数の底として

で定義される。

（A50）で表わされる孤立波の伝播速度 cは

となる。水深 D=2m，波高 H=1m の場合の

孤立波（Soliton）の波形を図 A2 に示した。

参考文献

阿部邦明，1986，日本海中部地震津波の河川

遡上調査，津波工学研究，3，89-101
阿部邦明，2015，2011 年東北津波での岩手，

宮城県北部河川における最大水位の河口距

離による推移，津波工学研究報告，32，
71-76

Benjamin, T.B., M. J. Lighthill, 1954, On cnoidal 
waves and bores, Proc. Roy. Soc., 24, 448-
460.

Chester, W., 1966, A odel of the undular bore on 
a viscous fluid,  J. Fluid Mech., 42, 401-409

Johnson, R. S., 1970, A nonlinear equation in-
corporating damping and dispersion, J. Fluid 
Mech. 42,49-60

Korteweg D. J., and De Vries, 1895, Phil. Mag., 
24, 367 

Perinovskii, Ye. N., 1982, Non-linear Dynamics 
of Tsunami Waves, Institute of Applied Phusics, 
Gor’kii, Academia, Nauk, USSR, （in Russian）. 

千田健一，2018，日本海中部地震津波におい

て，能代港の（旧）中島水面貯木場に来襲

した津波クノイダルボアの現地再調査およ

び砕波シミュレーション，津波工学研究報

告，35，35-40
千田健一，2019，2016 年 11 月 22 日 福島県

沖地震にて，宮城県砂押川で発生した津波

図 A1  水深 D=2.0m，波高 H=1.0m の孤立波
の波形

142 津波工学研究報告第 43 号（2026）142



ソリトン波列の現地再現調査及び CIP 法

による再現シミュレーション，津波工学研

究，36，127-135
千田健一，岩間俊二，三上　勉，舘澤　寛，

鈴木　介，2013，非線形分散長波理論を用

いた津波ソリトン分裂・河川遡上・マッハ

反射シミュレーション，津波工学研究報告，

30，105-110
千田健一，岩間俊二，三上　勉，舘澤　寛，

菊池　茂，鈴木　介，石川勝章，2014，日

本海中部地震において能代港湾奥水面貯木

場に来襲した津波ソリトン波列の再調査お

よびソリトン分裂シミュレーション，津波

工学研究報告，31，67-73
富沢　大，今村文彦，首藤伸夫，1990，非線

形分散波計算と大型水槽実験の比較検討，

津波工学研究，7，67-104
Tsuji, Y., T.Yanuma, I.Murata, and C. Fujiwara, 

1991, Tsunami ascending in rivers as an undular 
bore, Natural Hazards, 4, 257-266

安田浩保，渡辺康玄，藤間功司，2004，2003 年

9 月の十勝沖地震に伴い発生した津波の河

川遡上，津波工学研究報告，21，99-110
安田浩保，2006，1 次元解析法に基づく 2003 年

十勝沖津波の河川遡上の再現計算，津波工

学研究報告，23，87-95
安田浩保，2007，不等流を遡上する波状性を

有する長波に関する推理実験とその数値計

算，津波工学研究報告，24，101-107

143河川を遡上する津波に対する KdV-Burger 方程式の解析解 143


	表紙
	目次
	1．「日本の歴史地震史料」拾遺四ノ上を読む
	2．応永二十七年七月二十日（1420 年9 月6 日）常陸国河原子・相賀を襲った津波について
	3．永正九年八月四日（1512 年9 月13 日）徳島県宍喰浦を襲った大津波の発生原因
	4．安永8 年～天明元年（1779 ～ 1781）桜島噴火に伴う鹿児島湾の津波
	5．大正3 年（1914）1 月12 日鹿児島桜島噴火に伴う地震津波
	6．東北地方太平洋沖地震時の「気仙沼市津波・潮位計」の記録―気仙沼漁港（通称コの字-4.5M 岸壁基部）神明崎観測点―
	7．検潮記録が明らかにした2024 年能登半島津波の拡散過程
	8．気仙沼市大島周辺における2025 年カムチャッカ地震による津波痕跡の検討
	9．ブラジル北海岸にみられる隕石落下による巨大津波痕跡
	10．河川を遡上する津波に対するKdV-Burger 方程式の解析解
	11．津波氾濫流の水平波力算定係数について
	12．津波避難施設・場所の指定数，避難環境及び防災機能に関する調査研究
	奥付
	裏表紙



